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1 支配序

本章讨论经典李代数中幂零轨道的支配序，证明支配序和分拆上的支配序等价．关于幂零轨
道支配序的研究历史，[Jan04, section 13.16] 给出了一些评注；标准的参考是 [McG93, chapter
5]．我们选取的路线是：对 A 型李代数，基于盖住关系间连续路径的构造和秩函数的下半连续
性，给出支配序和分拆上的支配序的等价性证明；对于 B、C、D 型李代数，我们选取特定方便
处理的非退化双线性型，从而仔细为其上的每一类盖住关系显式构建落在斜自伴李代数中的连续
路径．我们发现可以通过一类组合图示来统一紧凑地描述这些路径构造．
本章默认在 C 上工作．经典李代数均认为是具体的 Cn 上的矩阵代数．A 型李代数 sln 的作

用群默认为 SLn，B、C、D 型李代数的作用群默认为定义它们的非退化双线性型给出的正交群．
考虑到已经完成了经典李代数中幂零轨道的分类，可以用分拆或唯一标识幂零轨道．以后用 Osl

λ

的记号表示 Jordan 型为 λ 的 sl 中元素在 SL 下的共轭轨道．考虑到正交群作用下的 B、C、D
型李代数 g 的幂零轨道由 GL 作用下的轨道给出，我们用 Og

λ = Osl
λ ∩ g 来标识 B、C、D 型在

正交群作用下的幂零轨道．在上下文明确所在李代数的情况下，Oλ 的上标可能会作省略．
设 g 为一经典李代数，O1 和 O2 为其上的两个幂零轨道．在幂零轨道上定义偏序：如果

O1 ⊆ O2，就定义 O1 ⊴ O2，称为幂零轨道上的支配序关系（dominance order．亦作闭包序，
closure order）．这里取闭包使用的拓扑是 g 作为仿射空间的 Zariski 拓扑．

注记（Specialization Order） 一般来讲，任何拓扑空间都可以通过取闭包包含的关系定义出
一个预序（不保证反对称性的偏序关系），名曰 specialization preorder．

下面的结果将为我们证明轨道间的支配关系提供便利：只要 O1 的任一元素落在 O2 的闭包
里，就有 O1 ⊆ O2．

命题 1 设 g 是经典李代数，G 是其轨道作用群，O1, O2 为经典李代数 g 上的共轭轨道．若
O1 ∩ O2 6= ∅，则 O1 ⊆ O2．

证明 任取 x ∈ O1 ∩O2．对任意 y ∈ O1，由轨道定义，存在 g ∈ G 使得 y = Ad(g)x．注意共轭
作用 Ad(g) 是 g 上的自同胚（Zariski 拓扑意义下），故与取闭包运算交换，故

y = Ad(g)x ∈ Ad(g)(O2) = Ad(g)(O2) = O2

因此 O1 ⊆ O2．

注记 关于共轭作用是同胚的事实涉及到轨道作用群作为代数群的性质．不熟悉代数群的读者可
以暂时先承认这一命题．
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来看 A 型李代数 sln 中幂零轨道的支配序．为此在分拆上定义同名的偏序关系：如果分拆
λ 的每个部分和（前缀和）都大于等于 µ 的对应部分和，则定义 λ ⊵ µ．支配序对应的盖住关系
（covering relation）可以用 Young 图刻画：考虑 λ 对应 Young 图中那些比下一行至少多两个方
块的行，让这一行最右侧方块 “掉落” 到下一行．例如，(4, 2) 盖住 (3, 3) 的图示如下：

• • • •
• •

⊵ • • •
• • •

下面的命题说明两种序其实没有区别 [McG93, theorem 6.2.5]：

定理 2 对 A 型李代数 sln 及其上的两个幂零轨道 Oλ, Oµ，λ ⊵ µ 当且仅当 Oλ ⊵ Oµ．

=⇒ 侧思路概览 这里提供一种基于 “连续路径” 的证明．考虑 running example λ = (4, 2),
µ = (3, 3)，λ ⊵ µ．如何连续地把幂零 Jordan 标准型矩阵 J(4,2) 变成 J(3,3) 呢？这样做：

0 1

0 1

0 1− t

0

0 1

t 0 0


这里列出标准基底 e4 在上述矩阵多次作用下的变化情况：

e4 −→ +

 te6 −→ te5 −→ 0

(1− t)e3 −→ (1− t)e2 −→ (1− t)e1 −→ 0

可以看到：

• 当 t = 0 时，就是 J(4,2)；
• 当 t 6= 1 时，Jordan 型为 (4, 2)；
• 当 t = 1 时，Jordan 型突变为 (3, 3)．

这是一条从 O(4,2) 内部移动到 O(3,3) 边缘的一条 “连续路径”．抛开例子，上述论证对任意
盖住关系都适用——只需关注 Young 图相邻两行之间的掉落，即可将这一保序映射扩展到任意
λ ⊵ µ．

=⇒ 侧的证明 只需证明 λ盖住 µ的情形，即 λ的 Young图通过掉落一个方块变成 µ的 Young
图．设是从 λ的第 i行掉到第 i+1行，记 p = λi, q = λi+1（从而 p ≥ q+2）．其余各行均不受扰
动，故问题约化为构造从 O(p,q) 到 O(p−1,q+1) 的路径．记 Jp, Jq 分别为 p 阶和 q 阶幂零 Jordan
块，Ei,j 是基本矩阵，定义矩阵系列 Γ := {Γ(t) : t ∈ C}：

Γ(t) := (Jp ⊕ Jq)− tEp−1, p + tEp+q, p t ∈ C

它是幂零锥内满足多项式方程 xp−1,p+xp+q,p = 1、其它位置固定的闭子集．考察标准基 (e1, e2, . . . , ep+q)

在 Γ(t) 的作用下的变化情况：

Γ(t)e1 = 0

Γ(t)ep+1 = 0

Γ(t)ep = (1− t)ep−1 − tep+q

Γ(t)ek = ek−1 for all other unspecified entry k
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只有 ep 的变化情况依赖于 t．

• 当 t 6= 1，注意 p ≥ q + 2，故 ep 恰需 p 次 Γ(t) 作用变为 0．取循环基底

{Γ(t)kep}0≤k<p t {ek}p<k≤p+q

这组基在 (ek)
n
k=1 下是对角线全一的下三角矩阵，故确实线性无关．使用该循环基底可知

Γ(t) ∈ O(p,q)．

• 当 t = 1 时，ep 恰需 q + 1 次 Γ(t) 作用变为 0，取循环基底

{ek}1≤k<p t {Γ(1)kep}0≤k≤q

这组基无非是 (ek)
n
k=1的一个置换，故确实线性无关．使用该循环基底可知 Γ(1) ∈ O(p−1,q+1)．

于是 Γ只有一点不在 O(p,q) 中，Γ∩O(p,q) ⊇ Γ ∩ O(p,q) = Γ，即 Γ ⊆ O(p,q)．故 Γ(1) ∈ O(p,q)，
结合命题 1 即得 O(p−1,q+1) ⊆ O(p,q)．

⇐= 侧的证明 注意如下若干事实：

• λ ⊵ µ 当且仅当 λT ⊴ µT [McG93, lemma 6.3.1]：可以通过 Young 图的掉落操作直观感受
和证明这一点．

• 秩函数具有下半连续性（lower semicontinuity）：秩不大于某数 k 的矩阵是闭集．秩的子式
定义可以为此提供一个一句话证明：对这些矩阵的要求等价于大于 k 阶的子式全为零．更
一般地，对任意 i ∈ N，函数 A 7→ rk(Ai) 也是下半连续的．此性质使得当我们对幂零轨道
取闭包时，元素及其幂次的秩都不会增加．

• 基于秩的 Jordan 型计算：Jordan 型为 λ 的幂零矩阵 X 满足其 i 次幂的秩就是 Young 图
λ 去掉前 i 列剩下的方块数：

rkXi = n−
i∑

k=1

(λT )k, i = 0, 1, . . .

这里 λT 是分拆 λ 的转置，即 Young 图沿主对角线的翻转．反过来这为我们提供了计算
Jordan 型的秩方法：

(λT )k = rkXk−1 − rkXk, k = 1, 2, . . .

此外，Xi 的 Jordan 型的转置为 (n− rkXi, rkXi − rkXi−1, rkXi+1 − rkXi, . . . )．

现在设 Oλ ⊇ Oµ．不妨任取代表元 X ∈ Oλ, Y ∈ Oµ．对任意 i ≥ 1，由 A 7→ rk(Ai) 的下半
连续性，rkY i ≤ rkXi，故

n−
i∑

k=1

(µT )k = rkY i ≤ rkXi = n−
i∑

k=1

(λT )k

即 µT 的第 i 个部分和大于等于 λT 的第 i 个部分和，故 µT ⊵ λT，λ ⊵ µ．
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定理 3 对任意经典李代数 g 及其上的两个幂零轨道 Oλ, Oµ，λ ⊵ µ 当且仅当 Oλ ⊵ Oµ．

细心的读者可能已经发现，定理 2 ⇐= 一侧的证明对所有经典李代数都适用．本节的主要
工作是证明 =⇒ 侧．大体的思路仍然是为每个盖住关系构造一条连续路径．不同于 A 型李代
数，由于 B、C、D 型李代数的幂零轨道的 Jordan 型存在额外的限制条件，需要讨论的情况更
多更复杂．
【TODO】
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